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1. Berechne die folgenden Wegintegrale, wobei alle Kurven im Gegenuhrzeigersinn
zu durchlaufen sind:

a) [ (1+y)dz+ (y+2?)dy

entlang dem Rand a des Quadrats {(z,y)|0 <2 <1, 0<y <1}
b) [4(z + 2Z)d»

entlang dem Rand [ des Dreiecks mit Ecken {(1,0), (—1,0),(0,1)}.
) Jymaf )~ ldz.

a) Seien «; : [0,1] — R? fiir i = 1,...4 die Wege a;(t) = (t,0), as(t)
az(t) = (1 —t,1) und ay(t) = (0,1 — t). Ferner sei w = (1 + y)dx + (
Wir haben

/aw:/oldtzl, /w:/l(t+1)dt
/aswz/ol(—Z)dt:—Q, und /w_/ (1-t)d

Folglich ist [ w=1+3/2—-2—-1/2=0.

= (1,1),
y + 2?)dy.
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b) Da z + 2 ganz ist, gilt [,(2 + 22)dz = [, 2Zdz. Seien j; : [0, 1]

i=1,...3 die Wege (1(t) =1 —t+it, B2(t)
Wir haben

— R? fiir
—t+4i(1 —1t) und fF5(t) = 2t — 1.

- ! 2 12\(s 200 —1)
2Zdz = — i —1)dt =
/ﬁl /0((1 1) +t7)(@ — 1)dt

3 Y

Y S ; N 206 +1)
/52ZZdZ_/o_<t+(1_t))(1+Z)dt__ " und

1
/ 2Zdz —/ 2(2t — 1)%dt = =
B3 0

Folglich ist fﬁ(z + 2Z)dz

—2/3.

Bitte wenden!



c) Es gilt 2/(1 — 2%) =1/(1 — 2) + 1/(1 + z). Folglich ist

2/ dz B / dz n / dz
etz 1 = 2* szl =z S 142
/ du / dv
- — — + —

lu—1]=2 U lo+1]=2 Y

= —2mi+ 2w = 0.

dz

_ 2 =27, welche fiir |29 < r aus
z—zo|=r =z

Dabei verwenden wir die Berechnung f|
der Integralformel von Cauchy folgt.

a) Sei log ein beliebiger Zweig des Logarithmus. Bestimme seine Ableitung log’.

b) Zeige: Die Funktion inv : C\ {0} — C, z — 1/z hat keine Stammfunktion.
(Es gibt also keine analytische Funktion L : C ~\ {0} — C mit Ableitung
L' = inv).

a) Da log ein Zweig des Logarithmus ist, gilt nach Definition exp olog = idq fiir
eine offene Menge G C C, der Definitionsmenge des gewéhlten Zweiges des Lo-
garithmus. Wir wissen dass exp’(z) = exp(z) fiir alle z € C gilt. Die Kettenregel
impliziert also fiir alle z € G die Gleichung

1 =id'(z) = (expolog)'(z) = exp’(log(z))-log'(2) = exp(log(z))-log'(z) = 2-log/(2)
und somit log'(z) = 1/z.

b) Hétte inv eine Stammfunktion, so gilte fiir alle geschlossenen differenzierbaren
Wege v in C\ {0} die Gleichung f7 inv(z)dz = 0, wie ein Satz aus der Vorlesung

besagt. Aber fiir den Weg v : [0,1] — C~ {0}, t — 2™ ist dz =7 (t)dt =
2mie?™dt, und das Integral

1 11 . !
/ —dz —/ —2mie”™ dt = 2mi / dt = 2mi # 0.
l2|=1 # o e 0

. Gegeben a,b, c,d € C mit ad # bc sehen wir die Mobiustransformation

az+b
cz+d

M: C~{—d/c} —» C~A{a/c}, 2z~

auf die iibliche Weise als Abbildung C := CU{oo} — C an, indem wir M (—d/c) :=
oo und M (c0) := a/c setzen. (Konvention: z/0 = oo fiir alle z € C \ {0}).

a) Wann ist co ein Fixpunkt von M?

Siehe nichstes Blatt!



b) Zeige: Jede von der Identitdt verschiedene Mobiustransformation hat min-
destens einen aber hochstens zwei Fixpunkte in C.

c) Sei M € GLy(C), eine invertierbare 2 x 2-Matrix. Der Satz iiber die Jordan-
Normalform besagt dann, dass eine Matrix A € GLy(C) existiert, so dass
AMA~! entweder eine Diagonalmatrix oder eine obere Dreiecksmatrix mit
zwei gleichen diagonalen Eintrégen ist. Beweise diese Aussage, indem Du
die zu M gehorige Mobiustransformation untersuchst.

Hinweis: Wihle A so, dass oo ein Fixpunkt von AMA™! ist.

a) Die Mobiustransformation M ist eine bijektive Selbstabbildung von C (eine
Inverse ist gegeben durch z — (dz—0b)/(—cz+a), wie sich nachrechnen lisst — eine
leichte, aber aufwindige Rechnung, falls man alle Ausnahmefille beachtet...).
Dass 0o ein Fixpunkt ist, bedeutet also, dass M(—d/c) = oo = M(o0) gilt.
Wegen der Bijektivitdt von M ist dies dquivalent zu —d/c = oo, nach Definition
(bzw. Konvention) also zu

¢ =0 (sowie d # 0).
Anders ausgedriickt: M = (z — 22+ %) ist eine affin-lineare Abbildung.

b) Wir unterscheiden die Félle ¢ = 0 und ¢ # 0. Im Fall ¢ = 0 ist nach a)
der Punkt co ein Fixpunkt von M. Fiir z € C bedeutet die Fixpunktgleichung
M(z) = z dann (az + b)/d = z. Falls

a/d#1 (1)
erhalten wir einen weiteren Fixpunkt, sonst nicht.

Im Fall ¢ # 0 ist co kein Fixpunkt von M, und die Fixpunktgleichung M (z) = z
ist Aquivalent zur quadratischen Gleichung az + b = (cz + d)z, umgeordnet also
cz®> + (d — a)z — b = 0. Diese hat entweder zwei Lsungen in C, oder eine (mit
algebraischer Multiplizitat 2).

bo
do
Weise eine Mobiustransformation, ndmlich z +— (agz +bg)/(coz +do) , aufgefasst
als Abbildung C — C. Folgen wir dem Hinweis und suchen ein A, sodass oo ein
Fixpunkt der zu N := AMA~! gehorigen Mobiustransformation ist.

¢) Zu jeder Matrix Ay = ( CCLO € GLy(C) gehort auf natiirliche Art und
0

10
0 1
von M, so hat M nach b) mindestens einen Fixpunkt z; in C. Die zur Matrix

Ay = ( (1) 12 ) € GLy(C) gehorige Mobiustr’form. z — (0 + 1)/(z — 21)
—21

Ist oo ein Fixpunkt von M, so wihlen wir A; := ) . Ist oo kein Fixpunkt

Bitte wenden!



ai b
c1 dy
die zu N; gehorige Mobiustransformation den Fixpunkt oo. Nach a) bedeutet
dies, dass die Matrix N; eine obere rechte Dreiecksmatrix ist, also ¢; = 0.

bildet z, auf oo ab. Sei Ny := A\ MA]' =: ( ) Nach Konstruktion hat

Hat M nur einen Fixpunkt, so gilt nach der Diskussion in a), um Ungleichung (1)
herum, dass a;/d; = 1, also a = d ist. Folglich ist N; eine obere Dreiecksmatrix
mit zwei gleichen diagonalen Eintrdgen, wie gewiinscht, und A = A; tut das
Gewiinschte.

Hat M (und folglich auch Ny) zwei Fixpunkte, so miissen wir tiefer graben. Sei
2y € C der weitere Fixpunkt der zu N; gehorigen Mobiustransformation. Die zur
. 1 —z
Matrix As := < 0 12
bildet z, auf 0 ab (und oo auf 0o). Sei Ny := AyN1 Ayt = (AyA)) M (AzA) ™! =:
( CCLQ 22 ) Nach Konstruktion hat die zu Ny gehorige Mobiustransformation
2 Ao
die Fixpunkte oo und 0. Nach a) bedeutet dies wie zuvor, dass Ns eine obere
rechte Dreiecksmatrix ist, also ¢ = 0. Aber da auch 0 ein Fixpunkt ist, muss
weiter by = (a20 + bs)/(0 + da) = 0 gelten, also ist auch b, = 0. Das heisst: Ny
isteine Diagonalmatrix, und A = A5 A; tut das Gewdiinschte.

) € GLy(C) gehorige Mobiustransformation z — z — 2y



